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Resumo

Neste trabalho estudaremos a série e a transformada de Fourier,
assim como as Transformadas Discretas de Fourier - DFT e as Transformadas
Répidas de Fourier - FFT, além de suas aplicagbes, mais especificamente as
aplicagoes voltadas ao processamento digital de imagem.

Abordara aspectos historicos, assim como as motivagoes que
levaram Jean Baptiste Fourier que o direcionou a elaborar essa nova teoria. O
interesse no estudo da condugao térmica levou Fourier a inovadora resolugao da
equacao do calor, originando-se assim esse novo conceito.

No capitulo 1, iniciamos com série de Fourier de forma minuciosa
e precisa, sendo exibida sua idéia inicial até seus critérios de convergéncia. Para
fungoes periddicas pares e impares explicitamos formas simplificadas de série de
Fourier conhecida como série do cosseno de Fourier e série do seno de Fourier.

No capitulo 2, estudamos a transformada de Fourier - FT e a
transformada inversa de Fourier - IFT. Sao apresentados em forma de teoremas
as principais propriedades das transformadas e uma breve introdugao do teorema
da convolugao.

No capitulo 3, introduzimos o conceito de transformada discreta
de Fourier - DFT que possui propriedades importantes para as transformadas
bidimensionais.

No capitulo 4, dedicamos ao entendimento do algoritmo da
transformada réapida de Fourier - FFT, que se resume numa diminuicao do custo
computacional da FT.

No capitulo 5, empenhamos nas aplicagoes. A resolugao da equacao
do calor foi a motivacao que originou essa teoria. Mas evidentemente, a FFT
¢ utilizada numa variedade de aplicacoes em varias areas. Essa teoria tem
aplicagoes em radar, comunicacoes, sonar e processamento de sinal, inclusive
atualmente é utilizada em biomedicina, espectroscopia, misica, geofisica, analises
metalirgicos e analises de sistemas.

No capitulo 6, exibimos alguns aspectos do processamento de



imagens. Em especial tratamos dos fundamentos do processamento, dos espectros
de Fourier, filtro passa-baixas (FPB) e filtro passa-altas (FPA).
Portanto, pela imensa area de atuacao e relevancia para a sociedade

nos dias atuais, devemos mostrar motivacao pelo estudo da teoria de Fourier.
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Introdugao X

Introducao

O matematico francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
apresentou em 1822 sua obra "Theorie analytique de la Chaleur’ (Teoria analitica
do calor), onde apresenta uma nova teoria matematica sobre o problema da
conducao térmica. Desde o século XVII , com o desenvolvimento de novas
ferramentas como o calculo diferencial, fisicos e matemaéticos conseguiram
descrever intimeros fenémenos por meio das equagoes diferenciais. Entretanto,
resolve-las mostrou-se um trabalho extremamente dificil.

Fourier nao apenas apresenta uma nova solu¢ao para a equacao do
calor (u; = ku,, ) isoladamente, mas apresenta também uma forma excepcional
para resolver intimeras equagoes diferenciais parciais. O fato de podermos fazer
aproximacoes de fungoes por séries é evidentemente 1til, até mesmo porque muitas
vezes nem chegamos a conhecer a fungao em sua forma analitica.

Mas quais as diferengas fundamentais entre as séries de poténcias
e as series de Fourier? Se estivermos interessados em aproximagoes, por que as
séries de poténcias nao podem desempenhar o papel das séries de Fourier?

Existem varias diferencas entre estas duas séries. A série de Taylor
nos da uma aproximacao muito boa de uma funcao numa vizinhanca de um
ponto. Porém, a fungdo em questao deve obedecer algumas restricoes como ser
suave, no sentido que podemos deriva-la até uma certa ordem. Além disso, esta
aproximacao é local, e nao global como no caso das séries de Fourier. Além disso,
a série de Taylor nao serve para obtermos uma aproximacgao da integral de uma
funcao, integrando termo a termo da série. Para funcoes periddicas a série de
Fourier é muito mais adequada para aproximarmos uma funcao.

O objetivo perseguido neste trabalho é realizar processo basico
de processamento de imagens usando a transformada de Fourier. Mas cabe
iniciarmos nossos trabalhos com uma compreensao intima das séries, e um
entendimento tanto da forma geral como da discretizacao das transformadas.

Esta busca pela aplicagao diz respeito as séries e as transformadas.

Nestes problemas, de um modo geral, é considerada a transformada rapida de
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Fourier (FFT) que torna mais pratica a implementagao.
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Capitulo 1

Aspectos basicos das Séries de

Fourier

1.1 Definicao de Série de Fourier

Para entendermos a definigao de Séries de Fourier temos que
comecar com uma idéia essencial: representaremos uma funcdio periddica' em
termos de frequéncia® em funcao do tempo.

Consideremos a func¢ao periodica descrita pela funcao 4 cos2mvz,
com frequéncia igual a v. Podemos entao escrever a fung¢ao como uma func¢ao

exponencial complexa®:
4 cos 20v = 2620V 4 QeTi2éve

Portanto nessa forma visualizamos que a amplitude é 4 e a

frequéncia é v e —v.

'Fungdo Periodica: f(t) = f(t+T), se existe T real positivo, denominado periodo fundamental
*Frequéncia (f): f = +

31dentidade de Euler: ' = cos ¢ + isen ¢
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FIGURA 1.1: funcao periédica com v =9

Teorema 1.1. Ortogonalidade de exponencial complexa

Para quaisquer inteiros m e n, a exponencial complexa (e’g’mm/ P ) com periodo P

satisfaz a relagao de ortogonalidade

P
1 / pi2nma/P ,—i2mna /P . _ 0, para m#n
P Jo 1, para m=n

Demonstragao

teremos

Provaremos o teorema para o caso P = 27w. Entao para este caso

2 2
1 o 1
ezmme inT dr

21 Jo 27 Jo ‘ v

(1.1)

1 21

. 2m
= — cos(m —n)x dx + L/ sen(m — n)x dr
2m J,

2 Jo

Se m # n, entao

1 [ sen(m — n)z|*"
— cos(m —n)r de = ———| =0
27 Jo 2r(m —n) |,
: 27 o o 27
L sen(m —n)x do = cos(m = n)x =0
27 J, 2r(m —n) |,

Portanto, a equagao (1.1) é igual a 0 quando m # n.

Se m = n, entao

1 2 ] ) 2
— e"MteT"dy = — ldr=1
27T 0 27T 0
Portanto, a equagao (1.1) é igual a 1 quando m = n.

Assim provamos o teorema [J.



1. Aspectos basicos das Séries de Fourier 3

Entéao, consideremos uma fungao periodica g(x), com periodo P, e
expressaremos essa fungao em forma de série exponencial complexa. Obteremos
o seguinte resultado:

g({[') _ Z CneiQﬂnx/P

n=-—oo
Portanto, agora demonstraremos a forma geral do coeficiente C,,
que pode ser obtida apartir do Teorema da Ortogonalidade. Basta multiplicar
le—iQﬂ'nx/P
P

por e integrar ambos os termos da equagao.

1 (" 2mna/ - 1 (" i2mma/p  —i2nnz/P
_ g(x e*l ™I /P dm — Cm_/ eZ Tmax pefl ™I dx — Cn

m=—00

Ou seja, no somatorio

00 1 [P
Z C,. - / ei27rmx/P€—i27rnJ:/P dr
D Jo

m=—0oQ

pelo Teorema da Ortogonalidade, s6 nao zera o termo em que m # n.

P
1 X w )
Neste caso 2 gi2mma/Po=i2mnx/P g0 — 1 o nos demais casos
0

igualam-se os termos a zero.

Definigao 1.1. Se a fung¢ao g(x) tem periodo P, entdo os coeficientes de

Fourier C,, para g(z) sdo definidos como:

1 [ .
Cn — _/ g(m)efz%rnx/P dr
PJo

Usando esse coeficiente C,, a Série de Fourier ¢ definida como:

o0
g(l’) ~ E Ctnez27rnx/P
m=—00

A idéia basica, no caso geral, de séries de Fourier é representar uma
funcao peridédica em termos de soma de exponenciais complexas para qualquer
periodo. Entretanto, para o caso de fungao real e P = 27 consideremos f(x) =
f(z 4+ 27) uma fungao integravel sobre o intervalo [—m, 7] e n € N. A série de
Fourier de f(x) é a série trigonométrica (demonstraremos na segao 1.2):

o)
Ao

f(z) = 5t Z[A" cos(nzx) + By, sen(nx)]

onde Coeficientes de Fourier Ay, A, e B,:
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AO:%/_:f(x)dac
A, = %/: f(x) cos(nz) dx

B, = %/ﬂ f(z)sen(nx) dx

Porém neste trabalho adotaremos a forma complexa (caso geral
ja definido) que para nossos propositos, processamento de imagem, é mais
conveniente. Entao, independentemente do dominio da funcao usaremos a

equacao da definicao 1.1:

f(l’) o~ Z C«nei%rnx/P

n=—oo

onde Coeficiente de Fourier C,,:
1 [r .

com periodo P.
Exemplo: Um exemplo de aproximacao de funcao por série de

Fourier é a aproximacao da funcdo identidade g(x) = x, com periodo 27.

M 2(_1)n+1
Efetuado os calculos obteremos: S,,(z) = Z ————sennx
n
n=1
4 4
3 3

¥ 29 ¥ 29
/'\ | |
5 A\ 2 TN g LA R W 3
] x 11
-2 21

3 3
4 4
FIGURA 1.2: aproximagao com 1 FIGURA 1.3: aproximagao com 2

harmoénica. harmonicas.
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4 4
3 3
y 2 y 2
1 1
3 ] 2 i B -4 2 2 i
1 1
2 2
3 3
4 4
FIGURA 1.4: aproximagao com 4 FIGURA 1.5: aproximagao com 8
harmonicas. harmonicas.

1.2 Séries de Fourier para funcoes Reais

A série de Fourier como vimos pode ser definida* para valores reais

em funcao de seno e cosseno. Para demonstrar devemos partir do caso geral (série

exponencial complexa) e assumir g(x) como uma funcdo de valores reais.

g(z) ~

Entao os coeficientes de Fourier para g(x) no intervalo [0, P] ¢ igual:

Cn — l /Pg(x)e—iQNna:/P dx
P 0

Mas, modificando o indice n de C,, para —n de C'_,, vale a igualdade:

CF = l /Pg(l,>e—i27ma:/P dx
n P 0

1 [F :
c_, = 2 /0 g(x)e?me /Py
Portanto g(x) para valores reais:
Cr=0_, (1.2)
Usando a equagao (2) na série de Fourier g(x) para valores reais:

Z Cnei27m:p/P _ CO + Z Cn€i27rnz/P + C_ne—z'27mx/P

n=-—o00 n=1

= O +Zc«n€i2ﬂnx/p+ (Cn€i27rn:c/P) (13)

n=1

= Cy+ Z 2Re(Cnei2’mx/P)

n=1

4Série a valores reais: Funcdo com dominio real.
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Onde Re ¢é a parte real do ntimero complexo. Entao:

g(x) =~ Cy+ Z 2Re(C, e/ Py

n=1

Escrevendo os coeficientes na forma complexas:

Cn _ l/Pg(l,)eiQﬂ'nz/P dr
P 0

1 (" 2 N 2
= ﬁ/o (g(m) Cos Zm dw) —%/0 (g(:z:) sen ﬂ;m dx)

L
— _A,— =B,
272

Definimos assim A,, e B,,:

2 (" 2
A, = F/o <g(:c) cos Zim dx)

2/P< 2N >
B, = - x)sen dx
o) 9(x) Iz

Usando C),, em funcao de A, e B,:

1 l
C,==-A,—=B,.
2 2

e a identidade de Euler:

e?™2/P — cos(2mna/P) + i sen(2wnax/ P).

Obtemos:
G 2 2
g(x) =~ Cy+ ; {An cos Zm + By, sen ?x}
Como:
2 [P 20z
lA B F/o g(x)cosT dm_l P e
20~ 2 N A

1 [f , 1 [f
Co = —/ g(@)e” ™ da = —/ g(x) dz .
0 P Jo

1
Entao temos: §A0 = ().
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Concluimos que:

1 o
g(w) ~ §A0 + ; {An cos
2 [P 92

2 [P 2
Bn = ﬁ/o (g(ﬂ?) sen ?x d&l) (Il - 17 27 37)

+ b, sen

2TnT 2mnx }
p p

1.3 Convergéncia Pontual de Séries de Fourier

Defini¢ao 1.2. Dizemos que uma funcgao f(x) definida em um intervalo finito
[a,b] € uma fun¢do seccionalmente continua em [a,b] se o intervalo puder ser
subdividido em um nimero finito de subintervalos com f(x) continua. Se f(x)

¢ seccionalmente continua em todos os intervalos entio f(z) € seccionalmente

continua.
1, se [%,2
Exemplo 1.2: A funcao f(z) = 72| ¢ uma
—1 se [—1, 5)
funcao seccionalmente continua.
1_
0.5
7 0s 05 ] 15 2
054

FIGURA 1.6: Fungao f(x) seccionalmente continua.

Ou seja, uma func¢do f(x) seccionalmente continua sobre R é uma
funcao que restrita a cada intervalo limitado I C R, possui no méximo um ntimero
finito de descontinuidades de salto ® finito. Os limites laterais de f(z) & esquerda
e a direita nos pontos de descontinuidade de salto finito p;(j = 1,2,3,...) s@o
indicados, respectivamente, por:

f(pj-) = lim f(z) [flpj) = lim f(z)

T—pj— TP+

Ssalto de f em p: salto(f)(p) = f(py) — f(p_) onde f(p,) e f(p_) sdo respectivamente os
limites laterais a direita e a esquerda em = = p
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Teorema 1.2. Seja uma fungao f(x) seccionalmente continua no periodo P. Se
cada ponto de f(x) tiver derivada a direita e a esquerda, entao a série de Fourier

converge para o ponto médio.

S Cuemlr = Sfgla+) + gla-)

n=—oo

Se f(x) é continua entao:

Z Cnez’%ma:/p _ f(ZE)

n=—oo

1.4 Aspectos de Convergéncia das Séries de
Fourier

Teorema 1.3. Se g(x) é uma fungdo continua com periodo P e a derivada ¢'(x)
¢é seccionalmente continua, entio a soma parcial da série de Fourier de g(x)
converge uniformemente para g(x), isto é,

i {sup o) = ()]} =0

—0 zeR

Ou seja, o teorema diz que quando M — oo a diferenca tende a 0.

oo . ~ s . .
Teorema 1.4. Se > > _ |C,| convergir, entao a série de Fourier
S0 Cne®™® converge uniformemente para a fungdo continua g(z) com
periodo P.

Defini¢ao 1.3. A funcao g(x) é chamada de Lipschitz a direita de x se para

alguma constante positiva A, a e §, temos:

lg(x +h) —g(z+)| < ARY,  para 0 < h <.

Analogamente, g(x) é chamada de Lipschitz a esquerda de z se

para alguma constante positiva B, B e €, temos:

lg(x —h) —glaz—)| <BHR’, para 0 <h<e.
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Teorema 1.5. Seja g(x) uma fungao seccionalmente continua com periodo P.

No ponto x em que € Lipschitz a esquerda e a direita,

S G = = fglat) + gla)]

m=—0oQ

N —

Se x € um ponto de continuidade de g(x), entao simplificando.

Z Cnei%mx/P _ g(I)

m=—0oQ

1.5 Séries do Seno e Cosseno de Fourier

Série do Seno e Cosseno de Fourier sao formas especiais de série
de Fourier para funcoes simétricas pares e impares. Ou seja, as func¢oes que
satisfazerem certas propriedades (par ou impar) tém uma forma geral simplificada
de série de Fourier, e este fato ocorre porque tais funcoes podem ser arranjadas.
Note que a integral de uma funcao impar, definida num intervalo miltiplo do
periodo desta, iguala a zero. E que a integral da funcao par, definida num

intervalo miltiplo do periodo desta, pode modificar os limites de integragao.

Defini¢ao 1.4. Uma func¢ao f(x) € chamada par se no intervalo [—P, P| ocorre
f(=z) = f(z) para todo x € [—P, P]. Uma func¢ao f(x) é chamada impar se no
intervalo [— P, P] ocorre f(—x) = —f(x) para todo x € [—P, P].

Uma fungao f(z) periédica possui simetria par se para todo z € R,
f(=t) = f(t). Ou seja, as fungdes pares sdo simétricas em relagdo ao eixo das

ordenadas (vertical) x = 0.
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FIGURA 1.7: Exemplo de fungao par cos(z)

Simetria impar para todo x € R, f(—z) = —f(x). As fungoes

impares sao simétricas em rela¢do a reta y = —x que passa pela origem (0,0).

FIGURA 1.8: Exemplo de fungao impar sen(x)

O produto de duas fungoes impares ou o produto de duas fungoes
pares resulta em uma funcao par, e o produto de uma func¢ao fmpar por uma

funcao par é uma funcao impar.
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FIGURA 1.9: f(z) = |z| par  g(x) = 2? par h(z) = f(x)g(z) par

FIGURA 1.10: f(x) =sen(z) impar  g(x) =z impar  h(z) = f(z)g(z) par

7

FIGURA 1.11: f(z) = x impar g(z) = 2? par h(z) = f(z)g(z) impar

Entao, para g(x) igual a uma fungao impar no intervalo [—P, P]

/Pg@ﬂxzo

-P

e, quando g(x) é uma fung¢ao par no intervalo [— P, P|

/Zg@ﬂxz?lpﬂ@dx

Agora, calculando a série de Fourier de uma fungao impar g(x) no

intervalo [—P, PJ:

1 P

Cn - —i2mnz/(2P) d
2P/, g(x)e T
1 P - P
= 5p . g(x) cos ﬂpx dx — # . g(x) sen n_;r):v dx
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nwx
Simplificando, se g(x) é impar entao g(z) cos - também é impar, resultando

P
/ g(x) Cosn—;x dx =0

P

nwx
e, g(z)sen - ¢ par, portanto

P P
/ g(x) senn—? dx = 2/0 g(x) sen% dx

-pP
Portanto, substituindo os resultados obtidos no céalculo de C,, teremos:

_q P
C, = FZ i g(x)sen? dx

Como Cy =0 e —C,, = C_,, concluimos que:

Z c, 6127rn$/2p _ Z c, eimne/p + Z C. e—Zﬂ'?’LZ‘/p

n=—oo

Z c, {eiﬂnx/p - efiﬂn:p/p}
n=1

oo

nmr
21 —
Z( iCy,) sen 2

n=1

Agora definiremos B,, = 2iC),, e reescreveremos

g(x) ~ Z By, sen nLPx
n=1

nwx
= — / ) sen —— dx

Finalmente definiremos a série do Seno de Fourier.

Definicao 1.5. Se g(x) € uma funcgao definida num intervalo [0, P], entao a série

do Seno de Fourier € definida como:

g(:c)%Zanenw ——/ sen@ dx
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Agora supondo g(z) par no intervalo [—P, P]. Podemos escrever a

série como série de cosseno. Comecamos considerando C,:

1 P - P
C, = 25 |, g(x) cos % dr — # g(x) sen nipxdx

nmTT
= — / cos— dz

Como C_,, = C,, entao:

Q

Z C 6127rnac/2p CO + ZCn {eiwnw/p + e—iﬂ'nm/p}

n=—o00 n=1

X

= C’0+ZQC cosn;

g9()

Agora definiremos A,, = 2C,, e n =0,1,2, ..., e reescreveremos

nwT
= — / ) cos —— dx

Note que os coeficientes A, e Bn sao muito parecidos. Entao

definimos formalmente a série de Cosseno de Fourier.

Defini¢ao 1.6. Se g(z) € uma fungao definida num intervalo [0, P], entao a

série do Cosseno de Fourier é definida como:

9 [P
g(x) = —Ao—i-ZA cos ;I An—ﬁ/ g(m)cosm dx
0

1.6 Convergéncia da Série do Seno e Cosseno de

Fourier

A convergéncia da série do Seno e Cosseno de Fourier pode ser

deduzida da convergéncia pontual da série de fourier.
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Teorema 1.6. Convergéncia pontual da Série do Seno de Fourier
Seja g(x) uma fungao seccionalmente continua no intervalo [0, P]. E no ponto 0

e P o seno da série g(x) iguala a 0. Para 0 < x < P temos

desde que no ponto x seja g(x) Lipschitz a esquerda e a direita (g(x) possuir

derivadas & esquerda e a direita).

E para o caso em que x é ponto de continuidade de g(z), entao

- nmx
Y Bysen oF =
2 sen — g(x)

desde que g(x) seja Lipschitz a esquerda e a direita de z.

Teorema 1.7. Convergéncia pontual da Série do Cosseno de Fourier

Seja g(x) uma fungao seccionalmente continua no intervalo [0, P]. No ponto 0 a
série do Cosseno de Fourier converge para g(0+), sendo g(x) Lipschitz a direita
do 0. E no ponto P a série do Cosseno de Fourier converge para g(P—), sendo

g(x) Lipschitz a esquerda de P. Para 0 < x < P, temos

nmwT 1

1 [o¢]
5140 + ;An oS5~ = 5[9(55"‘) + g(x—)]

desde que g(x) seja Lipschitz a esquerda e a direita de x.



2. A transformada de Fourier 15

Capitulo 2

A transformada de Fourier

2.1 Introducao as transformadas de Fourier

Neste capitulo estudaremos a transformada de Fourier. Entao, para

tal usaremos algumas definicoes:

Definigao 2.1. Durante este trabalho usaremos a notagao || f||, definida como:
I = [ 15w da

Se a integral acima converge, entdo podemos dizer que || f||; ¢ finito
e a integral converge para este valor (se a integral diverge, entdo dizemos que

| fll; = 00). Analogamente definimos || f||,.

Definigao 2.2. Definiremos | f||, como:

o= [ [ s ]

Se esta segunda integral converge, entao dizemos que || f||, é finito e

a integral converge para || f||3 (se a integral diverge, entdo dizemos que || f||, = 00).
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Agora podemos definir a transformada de Fourier.

Definigao 2.3. Dada a fungao f(x) para o qual ||f||, € finito, a Transformada

de Fourier de f(x) é denotada por f/(;) e € definida como:

flo) = [ s do

—0o0

2.2 Propriedades

Nesta segao, as atengoes sao voltadas para algumas propriedades
importantes da transformada de Fourier, que serao apresentadas em forma de

teoremas.

Teorema 2.1. A operacao transformada de Fourier f SR fA tem as sequintes

propriedades:

Linearidade: Para quaisquer constantes a e b,

af+bg£>af~|—bg.

Escala: Para cada constante positiva p,

fGQfmﬂm>e f@@i%fcﬁ.

Mudanga: Para cada constante real c,

fla—e) 5 fluje .

Modularizagao: Para cada constante real c,

f(x)ei%rcx i f(U—C)
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Demonstragao
Provaremos o teorema para o item (a):
Se as fungoes z(t) e y(t) tém as transformadas de Fourier X (t) e

Y (t), respectivamente, entdao a soma x(t) +y(t) tém a transformada X (t) + Y (¢).

Pois:
)+l - }
/ [2(t) +y(t)] e dt = / o(t)e 2t + / y(t)e 2t
= X(u) +Y(u)

Provaremos o teorema para o item (b):

Iniciamos mudando a variavel s = z/p entao

f (%) z) /Z f (%) e—i27ruzdx _ /Z f(s)e—i27ru(ps)d(p8)

=p /_ " f(e)e s = pf(pu)

portanto, f(x/p) EiR pf(pu). E substituindo 1/p por p teremos:
1 -
Jpw) = ~f((u/p)

Provaremos o teorema para o item (c):

Iniciamos mudando a varidvel s = £ — ¢ entao

R e A O

_ /OO f(s)e—i27rusd8 6—i27rcu — f(u>€—i27rcu
—00

Provaremos o teorema para o item (d):

Observe que 2% ei2mur — p=27(u=0)r antzo
oo
f(m)eiZﬂ'cx i / f(x)efﬂﬂ’(ufc)xdx _ f(u . C)
—00

g
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2.3 Transformada Inversa

Teorema 2.2. Se f(x) € continua e | f||, com HfH ambas finitas, entao:
1

f(z) = /_OO fwe*™ @ dy Yz eR

A integral do teorema é dita transformada inversa de Fourier. Se
lg]l, € finito, entao definimos g como:

[e.9]

i) = [ gu)e™™ du

Ou seja, podemos reescrever f: f ou le f
2.4 Transformada de Fourier para sinais bidimen-

sionails continuos

O conceito de transformada de Fourier pode ser facilmente
estendido para uma fungao de duas variaveis f(x,y). Se f(z,y) é continua e

integréavel e F'(u,v) é integravel, entao existe:

Pl = [ [ e s

Assim como no caso com uma variavel, F(x,y) é complexa e sua

amplitude, |F(z,y)|, ¢ denominada espectro de Fourier.

z
y o
=X
FIGURA 2.2: Dominio de frequéncia
FIGURA 2.1: Fungao f(z,y). em perspectiva tridimensional.

As figuras representam: Figura (2.1) uma fun¢do bidimensional
continua; Figura (2.2) um espectro em perspectiva tridimensional e Figura (2.3)
um espectro representado como uma func¢ao de intensidade, na qual o brilho é

proporcional & amplitude de |F(u,v)].
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FIGURA 2.3: Dominio de frequéncia como fun¢ao de intensidade

2.5 Uma introducao a Convolucao

A convolugao de duas fungoes f(z) e g(x), que é indicada por f(z)*

g(x) é definida por:

Defini¢ao 2.4. Se f e g sao duas fungoes, com | f|l, e |lg|l, finitos, entio a

convolugao de f e g é definida como:

£()  gla) = / " f(s)gle — 8)ds

onde a varidvel s € dita uma varidvel "vdzia’.

A importancia da convolucao para anélise no dominio da frequéncia
surge do fato de que f(x)*g(z) e F(x)*G(x) sao pares da transformada de Fourier
cuja expressao:

f(x)* g(x) = F(x)G(x)

f(@)g(z) = F(x)* G(x)
Estes dois resultados sao conhecidos como teorema de Fourier. Do ponto
de vista pratico (processamento de imagens) a convolugdo desempenha papel
fundamental. Pois, obtidas as transformadas de duas imagens, a sua convolugao
é obtida simplesmente fazendo o produto dessas duas transformadas, seguida
da transformada inversa. A convolu¢ao de uma imagem pela outra pode ser

interpretada fisicamente como uma medida ponto a ponto de enquadramento.
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Capitulo 3

A Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

3.1 Consideracoes

Diversas transformacoes discretas tém sido utilizadas em proces-
samentos digital de imagens, principalmente quanto a: realce, restauracao,
reconstrucao, codificacao e descricao de imagens. A transformada de Fourier,
implementada na forma de transformada discreta de Fourier (DFT) ou
transformada rapida de Fourier (FFT), constitui uma poderosa ferramenta
para processamento de imagens, apresentando propriedades importantes para as

transformacoes bidimensionais.

3.2 Deducao da DFT

Nesta secao aproximaremos os coeficientes de Fourier deduzindo
assim a DFT. Considere o k-ésimo coeficiente de Fourier de C} da fungao g(z),

usando o periodo P:
I 4
Ck _ E/O g(m)efﬂﬂ'ka:/p dr

Aproximando a integral por Soma de Riemann:

1 N-1
Ciom 5 D glay)e2rbosl

P

P o
g(jﬁ>€—z27r]k/N
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Desta formula definiremos a DFT.

N-1

Defini¢ao 3.1. Considere o niimero complexo N, {hj}j:0 ,

DF'T é denotado por {Hy} onde Hy, € definido por

entao o N-point da

para todos inteiros k = 0,£1,+2, ...

3.3 Propriedades basicas da DFT

Nesta segao discutiremos propriedades basicas da DET (linearidade,

periodicidade e inversao).

Teorema 3.1. Supondo que a sequéncia {hj}jy:_ol tem N-point DFT {Hy} e a

sequéncia {gj}év:z)l tem N-point DFT {Gy}, entao sequem as propriedades:

e Linearidade. Para toda constante complera a e b, a sequéncia
{ah; + bgj}j-\;_ol tem N-point DFT {aHj + bGy}.

e Periodicidade. Para todos inteiros k nos temos Hyyny = Hy.

e Inversao Para j =0,1,.... N — 1,

=z

hj — erz27r]k/N.

1
N

i

0
Definicao 3.2. Se {Gk},i\:(f € sequéncia do niumero complexo N, entao N-point
da DFT inversa é definido por:

N-1

g = Z eriQij/N

k=0

para todos os inteiros j = 0,+1,+2, ...
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A inversa DFT tem propriedades linear, peridédica e inversa. Para

a inversao da inversa da DFT temos:
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Capitulo 4

A Transformada Rapida de Fourier
(FFT)

4.1 Definicao da FFT

A Transformada Rapida de Fourier (em inglés Fast Fourier
Transform, ou FFT) é um algoritmo eficiente para se calcular a Transformada
discreta de Fourier (DFT) e a sua inversa. As Transformadas Répidas de Fourier
sao de grande importancia em uma vasta gama de aplicagoes, de Processamento
digital de sinais para a resolucao de equacoes diferenciais parciais a algoritmos
para multiplicacao de grandes inteiros.

O calculo direto de n pontos da DFT requer (n — 1)? multiplicagoes
e n(n—1) adi¢des. Para um n muito grande, ou seja n > 1000, é necessario muito
tempo de méquina para os calculos. A FFT é utilizada para reduzir o tempo de
calculo, portanto a implementagao da Transformada Rapida de Fourier foi uma
das maiores contribuicoes para a analise numérica do século passsado.

De agora em diante, consideraremos a DFT assumindo N na forma

N = 2% onde R é um inteiro positivo. Entao:
N-1
Hy =Y hyW*
=0

i2m /N —i2m/N

para W igual a e ou e

Expressaremos em duas somas:
N-1 N-1

Hk = hgj (W2)jk + h2j+1(W2)jka (41)

j=0 7=0

[NIE
[N
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Entao considerando a equagao (4.1) escrevemos Hy como

H, = H)+W*H,

IN-1
Hy = hay (W2)
jzo (4.2)
iN-1
H]i = Z h2j+1(W2)jk, (k - O, 1, ceey N - 1)
j=0

E importante perceber que os indices devem ser pares. Entdo N =

2% e nessas condicoes podemos dividir N por 2, assim
WhN? =1 (4.3)

Utilizando-se a equagao (4.3), e o fato de Hy e H} ambos possuirem

periodo igual a N/2, podemos reescrever a equagao (4.2) como
Hy,=H)+WFH!,  Hyinp=H) —W"H]
para k =0,1,...,N/2 — 1. Este calculo pode ser representado por um diagrama.

H) — H) + WFH]}

H} —— H) — W*H]

Esse diagrama é conhecido como butterfly. A divisao de Hj em
duas DFTs, HY e H}, pode ser repitida em H} e H}.

Dessa forma a FFT reduz muito o tempo de méquina. Para
N =1024, a FFT requer 5120 multiplicacoes, enquanto a DFT requer 1.046.529
multiplicagoes. Ou seja, esse algoritmo reduz 200 vezes o tempo de calculo.

Assim, analisaremos em detalhes alguns componentes da FFT:
e esquema de inversao de bits
e rotagoes envolvidas na butterfly

e calculos do seno e cosseno necessarios

4.2 O esquema de inversao de bits

O esquema de inversao de bits é a primeira componete da FF'T que
reorganiza os dados iniciais. O algoritimo de Buneman’s ¢ um simples método

que realiza a inversao de bit. Este algoritimo é baseado num padrao simples.
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Se tivermos que permutar N niimeros
(0,1,...,N —1)
faremos a expansao para 2N
0,1,...,2N — 1)

essa expansao é obtida dobrando o ntimero de permutagoes de (0,1,...,N — 1)
para os N primeiros ntiimeros, e adicionando um aos demais.

Veja a expansao:

01

*2

025213

042621537

*2

084122106 142195133117 15

084122106 14195 13 3 11 7 15

Quando cada a; for 0 ou 1. O nimero m ¢ mapeado para imagem
inversa Py(m), entao

PN(m) = (aR...aQal)base 2-

Se no6s dobrarmos Py(m), temos

2PN(m) = (aR...agalo)base 2

e vemos que 2Py(m) é a inversdo de bit da imagem de m = (0ajas...aR)pase2
quando m é considerado como elemento de 0,1, ...,2N — 1. Note que descritos os
primeiros N do conjunto 0,1,....,2N — 1.

Consequentemente,

2Py(m)+1= (aR'-'a2a11)base 9

¢é inverso de
m = (1a1a2...aR)base 2

que calcula para os tultimos N ntimeros da lista 0,1,...,2N — 1.
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Conjunto Original | Indice | Conjunto Reordenado | Indice
f(0) 000 £(0) 000
f(1) 001 f(4) 100
f(2) 010 f(2) 010
f(3) 011 f(6) 110
f(4) 100 f(1) 001
f(5) 101 f(5) 101
£(6) 110 f(3) 011
f(7) 111 f(7) 111

TABELA 4.1: Reordenagao Usando a Inversao de Bits.

Para  visualizarmos uma  transformada de 8  pontos

{f(0), f(1), f(2), f(3), f(4), f(5B), f(6), f(7)}. A primeira divisdo entre
pares e impares nos fornece dois conjuntos {f(0), f(2), f(4),f(6)} e
{f(1), f(3), f(5), £(T)}. Na segunda divisdo temos quatro conjuntos
{£00), F(@)} A (2), £(6)} . {f (1), f(5)} e{f(3), F(7)}.

Escrevendo esta ordem na tabela podemos comparar os indices e a

ordem dos bits dos mesmos.

4.3 Rotacoes na FFTs

O segundo maior componente da FFT sao as sucessivas butterflies
formadas durante os estagios. Cada calculo de butterfly requer multiplicagoes da

forma

wmz (4.4)

em que Z é um numero complexo, assim como W™,
Veremos que a equagao (4.4) pode representar as rotagoes. O

compexo Z pode ser escrito como
Z=A+ B

em que A e B sao ntmeros reais. E W™ podelser escrito por

2 2
W™ = cos (%m) + isen (%m) , (m=0,1,..,N/2—-1). (4.5)

1Ge W = 61'27r/N
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Simplificando a notagao adotaremos:

Clm) = cos (2”—’"
R
T(m) = tan (%)

Entao a equagao (4.5) resume se em
W™ = C(m) +1iS(m)
Portanto a expressao inicial W™ Z pode ser reescrita como
WmZ =[C(m)A — S(m)B] +1i[S(m)A+ C(m)B].
Em termos de parte real e parte imaginaria, temos:
Re(W™Z) =C(m)A—S(m)B, Im(W"Z)=S(m)A+ C(m)B. (4.6)

Podemos interpretar a equagao (4.6) como uma descrigao de rotagao
do vetor (A, B) com angulo 2rm/N. Essa formula requer 4 multiplicagoes reais,
mas devido ao algoritimo de Buneman ¢ reduzida para 3 as multiplicagoes em
contrapartida sao aumentada de 2 para 3 as somas.

As multiplicagoes normalmente? tomam muito mais tempo de
processamento do que as somas, entao esse processo reduz consideravelmente
o tempo de méaquina.

O algoritimo se baseia na identidade trigonometrica,

que com um pouco de algebra arranjamos em
1
cosf) =1 — senf tan 50 (4.7)

e, multiplicando ambos os lados por (1 + cos#) e aplicando a identidade
trigonometrica

1
senf = (1 + cos ) tan 5«9 (4.8)

Substituindo € por 2rm/N nas equagoes (4.7) e (4.8) obtemos os

seguintes resultados:

C(m) = 1=5(m)T(m);
S(m) = [1+C(m)|T(m) .

20bserve: Que esta afirmacdo nem sempre ¢ valida.
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Utilizando o resultado obtido na equagao da parte real Re(W™Z):
Re(W™Z)=A—S(m)[B+ T(m)A]
Se definirmos uma auxiliar V = B + T'(m)A, entao
Re(W™Z)=A—-S(m)V .
Seguindo o mesmo raciocinio para a equacao da parte imaginaria:

Im(W™Z) = [L+C(m)[T(m)A+[1 = S(m)T'(m)]B
[B +T(m)A] + [C(m)A — S(m)B]T'(m)
= V+Re(W™Z)T(m) .
Portanto, o processo para o calculo da Re(W™Z) e Im(W™Z), com
W= e/ g
V. = B+4+T(m)A
Re(W™Z) = A—-S(m)V (4.9)
Im(W™Z) = V +Re(W™Z)T(m) .
Com este 3 passos necessitamos de apenas 3 multiplicagoes em vez
de 4 requiridas anteriormente. Portanto, este processo economiza 25% do tempo

de processamento.

4.4 Calculando Senos e Tangentes

Nesta seccao entenderemos como serao feitos os calculos em alta

performace de S(m) e T'(m) para m = 0,1,..., N/2 — 1, definidos anteriormente

S(m) = sen (%Tm)
T(m) = tan(%) . (m=0,1,.,N/2—1).

CO1mo:

No processo de calculo para N pontos alguns valores de S(m)
e T(m) podem ser repitidos e usados mais de uma vez. Por conta disso
computaremos os dados em fila. Inicialmente consideraremos somente os valores
de S(m) e T'(m) para m =0, ..., N/4 — 1 para efetuarmos os calculos. Portanto,
se tivermos N = 1024 serao necessarios apenas 256 pontos para armazenar os
valores.

Consideraremos o caso do valor de m entre N/4 < m < N/2 — 1,

entao
N

wm = Wm_ZW%
= Wm T
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Como Z = A + Bi, consequentemente
W™Z =W™ (=B + Ai) .
Realizando as devidas substitui¢oes nas equagoes (4.9), teremos
1
V = A—T(m—ZN)B
1
Re(W™Z) = —B—-S <m — ZN) Vv (4.10)
1
Im(W™Z) = V +Re(W™Z)T (m — ZN> .

param = N/4,...,N/2 — 1.

Usando a equacao (4.9) param = 0,1, ..., N/4—1, e a equagao (4.10)
param = N/4,..., N/2—1, fica evidente que apenas alguns valores sdo necessarios
para efutuarmos os calculos. Nao precisamos calcular arbritariamente valores da
funcao sen(2rm/N) param =0,1,...,N/4 .

O método se baseia na seguinte identidade trigonometrica

senf = sen(d + gz;)cl—ss;n(é’ — gb). (4.11)

O primeiro passo ¢ atribuir S(0) =0 e S(N/4) = 1, pois

S(0) = sen ? =sen(0) =0
S(N/4) = sen 27T§/4) = sen (g) =1

Definiremos ¢; = T e z; = v/2. Utilizaremos a equagao (4.11) e o
fato de z; = 2cos(¢)

S <%N> SGN) +5(0)

O segundo passo é multiplicar ¢ por % e admitir ¢o = ¢1/2. Entao

1
2cospy = 2cos <§gb1) = (24 2cos ¢y)/?

= (2 + 21)1/2

(4.12)

Definiremos 2z, como 2 cos ¢y € reescreveremos a equacao como
1/2
n=24+2)". (4.13)

Combinando as equagoes (4.11), (4.12) e (4.13), conseguimos

S(i]\[):w ’ S( N>:S(§N)+S(%N)

zZ2 z9

3
16
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O terceiro passo esta em definir z3 = (2 + ZQ)I/ 2. Usando z3 como

2 cos(¢) na equagao (4.11), com ¢3 = ¢o/2, obtemos:

S (3%]\7) _ S(3N) + 5(0) g (3%N> _ S(EN) + S(FN)
S (%N) _SGeM +SGEN) g <3_72N> _ SEN) + S(EN)

Assim, completamos os primeiros trés estidgios do método de
Buneman’s. Calculamos os valores S(jN/32) para j = 0,1,...,8. E se N = 32,
entao encerramos o processo.

Para novos estagios devemos considerar a equagao (4.11) ,

1
Pry1 = §¢k e = (2+)"".

Note que se N fosse igual a 64 precisariamos de mais um estégio.
Para N = 2% 0 método requer R — 2 estdgios para calcular todos os S(m) para
m=20,1,..., N/4.

Sendo assim, o método calcula os valores S(m)
N/4
m=0

N/4

m—p €m alta

o algoritimo segue a mesma linha de
Lo . . ™m
raciocinio partindo da equagao 7'(m) = tan <W>

performace, e para valores de T'(m)

4.5 Calculando duas FFTs reais simultaneamente

A Transformada Réapida de Fourier pode ser aplicada em nimeros
complexos, mas no caso de trabalharmos com Dominio real podemos melhor a
performace. Sendo assim, diminuiremos os calculos efetuados e consequentemente
reduziremos o tempo necesséario para realizar as contas.

Entao, admitiremos nesta se¢ao estarmos trabalhando com Dominio
real. Consideremos também, a convolu¢ido® para duas sequéncias de dados reais.

Entao, suponha { fj};.\f:gl e {gj}j.\fol como duas sequéncias de N

ntmeros reais. Definiremos a sequéncia de N ntmeros complexos {h;} como:
hj:fj—i-’igj, (]:0,1,,]\[—1)

Tomadas N pontos da FFT de {h;} teremos {H;} como:

Hy=> (fi+ighW’*,  (k=0,1,.,N—1)

3Convolucdo: detalhes em seccio 2.4
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considerando W = e2™/N ou W = ¢?™/N. A equacdo acima pode ser reescrita

CO1mo:

Hy=F,+iGy, (k=0,1,..,N—1)
para

N-1 N-1
7=0 7=0

com N pontos FFTs de {f;} e {g;}, respectivamente.
Tomamos o conjugado Fy_, de Fy_j:

*

N-1
Fy = [Z FWAN=R)

Jj=0

N—-1
=3 f Ny ey

Do fato que f; é real concluimos que [} = f;.
Como W¥ =1 entao (WN)* = 1.

(4.14)

Porque W=7k = (WJ*)* temos que (W=9%)* = WJ*. E contando

com esses fatos podemos simplificar a ultima equagao para:
F;\}fk = Fk ou FN—k = F]: .
Dessa mesma linha de raciocinio concluimos que
ﬂ]‘\/*k = Gk ou GN—k = Gz

porque {g;} também é um namero real.

(4.15)

(4.16)

Utilizando-se da equagao (4.14), (4.15) e (4.16), obtemos a seguinte

expressao:

Esta ultima equagdo combinada com a equagao (4.14) resulta em

1 7
Py = §[H]t77k +Hy), Gp= §[H]>:lfk — Hy] .

(4.17)

Portanto para calcular FFTs simultaneamente de duas sequéncias

de N pontos {f;} e {g;}. O método consiste em:
1. Definir h; = f; +1ig9; paraj=0,1,...,N —1.

2. Aplicar a FFT em h; encontrando a H;

3. Utilizar da equacgao (4.17) para determinar Fj e G; para j=0,1,....N—1
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Capitulo 5

Algumas Aplicacoes

5.1 Equacao do calor

A resolucao da equagao do calor foi a motivacao que levou Fourier
a desenvolver essa nova teoria. Portanto, descreveremos essa simples modelagem

que descreve o problema da conducao térmica.

Consideremos a fungao u(zx,t), variando de 0 < x < L et > 0,
sendo interpretada como a temperatura de uma barra variando apartir de 0. E a

funcdo g(z) como temperatura inicial u(z,0) = g(z)

ou 0% 3
— =a"=— equacao do calor
0 0x?
u(0,t) =0 condicao geral (5.1)
u(z,0) = g(z) condigao inicial

A constante a? é denominada constante de difulsio do material,
que normalmente é medida em cm?sec. O cobre, por exemplo, tem 1.14 como
constante de difulsao, enquanto que o granito tem 0.011 como constante de
difulsao.

Esse problema é um classico da fisica-matemética. Na primeira
resolucao Fourier deriva e soluciona por séries de Fourier. A segunda interpretacao
do problema (5.1) é que a fungdo u descreve uma concentracao relativa ao
redor da solugdo. A fungdo g(x) descreve a concentragao relativa inicial. Esta
interpretacao ¢ descrita em varios livros de fisica.

Normalmente o método para separar as variaveis é utilizado

para solucionar a equacao (5.1). Estes métodos sao mais conhecidos, entao,
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aprensentaremos um outro método.
Iniciamos expandindo a fun¢do wu(z,t) em séries de Fourier em
fungdo de x. Para todas as fungoes do sistema {sen(nmx/L)>2,} satisfaz as

condigoes iniciais com z = 0 e x = L, expandimos em séries do seno de Fourier.

u(z,t) = E:Bn(zf)senm )

3
I
—

. (5.2)
B,(t) = —/ u(z,t) sen — dx

L Jo
Para encontrar a funcao B, (t) substituiremos na equagao (5.1) e

diferenciaremos termo a termo, obtendo

= nTr nmwa nmwx
B nre ( ) ) sen -

Z L (t) sen Z (1) sen 7

n=1 n=1

Expressando como uma série de seno
- / nmwx\ 2 nmwx
B_(t (—) B,(t)| sen — =0

> B0+ (") Buo)] s

Entao a condigao para zerar a equagao ¢é

B+ (?)QB,L@) —0 (n=1,2,..). (5.3)

Substituindo ¢ = 0 na equagao (5.2), teremos

2 L
B,(0) = Z/o u(z,0) sen% dx (n=1,2,3,..)

Note que do lado direito a equacao é constante para todo n;

representa o coeficiente seno da temperatura inicial u(z,0). Definiremos b,, como

9 L
bn:Z/O u(z, O)Sen% dx (n=1,2,3,...)
entao
Ba(0)=b, (n=1,23,.). (5.4)

Para cada n, a solu¢do da equagao diferencial (5.3) com condi¢ao
inicial (5.4) é
By (t) = bye~ (el (5.5)

Concluimos a resolugao combinando as equagoes (5.2) e (5.5). A

série do seno de Fourier soluciona a equagao (5.1)
= Z [ ~(nma/L)? } by, senn—zfv (5.6)

n=1
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com
nmtxr

u(z,0) = an sen —— (5.7)
n=1

Ou seja, a temperatura u(z, t) parat > 0 é obtida reduzindo o fator

nma/L)%t

e Gaussian damping factor

do coeficiente da série do seno de Fourier para a temperatura inicial u(z, 0).

5.2 Filtros usados no processamento de sinais

O principal objetivo das técnicas de realce de imagens é processar
uma certa imagem de modo que a imagem resultante seja mais adquada, que
a imagem original, para uma aplicagao especifica. Porém, a interpretacao do
resultado é subjetiva e depende de conhecimentos prévios do observador.

Basicamente os métodos de filtragem de imagens digitais se dividem
em duas categorias: as técnicas de filtragem no dominio espacial (aplicadas
diretamente na matriz) e as técnicas aplicadas no dominio de frequéncia (baseadas
na transformada de Fourier).

Introduziremos um filtro independente do espago de tempo que é

utilizado em processamento de sinal.
e (Cesaro Filter

O filtro Cesaro também é conhecido como método da média aritmética. Na
figura podemos observar uma sucessiva soma parcial da série de Fourier que se
interlacam ao redor do grafico de uma funcao. Note que as somas fazem um
entrelace sobre a fun¢ao e que muitos pontos encontram-se logo abaixo ou acima.

De uma forma inteligénte marcaremos os pontos proporcional-

mente, a média aritimética, das somas parciais para melhorar a aproximacao.

Definicao 5.1. Dado uma fung¢ao com soma parcial das séries de Fourier
{Sn}o2y, a M média aritmética, ou Filtro Cesaro de séries de Fourier para M
harmonicas, é denotada por oy como

1
ONM — M[SO—FSl—F—l—SM,l]
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FIGURA 5.1: Fungao com 5, 6 e 7 harmonicas.

k . .
E tomando Sy, como Y 7, C;e™ /" teremos

| MLk
rate) = S 32 e
k=0 Lj=—k
Fixando o valor de n, para n = 0,+1,+2, ..., £M, e contando com

que frequéncia ¢, aparece na soma, obtemos

M
o= 35 (1= i)
M

Se igualarmos oy (x) com Sy, entao

M

SM(.T> _ Z Cnez‘wnr/L
n=—M
Note que este filtro serve para suavisar o fenomeno de Gibbs’.
Assim como o filtro Césaro outros filtros como: de le Vallée
Poussin, Hamming e Hanning atuam na funcao aproximando-a e filtrando

a frequéncia, respectivamente.
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Capitulo 6

Processamento de Imagem

6.1 Introducao

A computagao gréafica é definida como “Métodos e técnicas para
converter dados para/de um dispositivo grafico através do computador”.

A area de processamento de imagens vem sendo objeto de crescente
interesse por permitir viabilizar grande niimero de aplicagoes.

O principal aspecto abordado pela computacao grafica é o da
comunicagao visual, através da sintese de imagens em dispositivos de saida
apropriados. Um resultado apresentado na forma de grafico em duas ou trés
dimensoes é muito mais facil de ser interpretado pelo homem do que um resultado
apresentados através de tabelas numéricas, sem contar que uma imagem é muito
mais facil de ser lembrada do uma colecao de niimeros.

Para estudar e analisar os diversos tipos de sinais do universo,
devemos procurar descricoes matemaéticas, determinar meios de construir
representagoes discretas, e buscar algoritmos que implementem as mais diversas

técnicas.

6.2 Matriz imagem

Uma imagem é composta por um conjunto de pontos, ou seja, é
uma matriz de pontos ou pixels, com uma determinada resolugao horizontal (eixo
X) e vertical (eixo Y), onde para cada ponto desta matriz tem uma cor associada.

Exemplo: A figura (6.1) ilustra as imagens referentes das matrizes
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A, BeC:

1
A=11
1

—_ =
oy
I
o O O
o O O
Q
I
T =t
oS = O

FIGURA 6.1: Imagens em branco e preto das matrizes A, B e C'

Existem diferentes formatos de arquivos para o armazenamento
de imagens, uma vez que temos varias classes diferentes de representacoes de
imagens. O armazenamento da imagem envolve basicamente trés elementos
principais: a forma como a imagem esta representada, o tipo de compactacao
empregado e o cabecalho contendo as informagoes a cerca desta imagem
(resolugd@o, nimero de cores, classe da imagem, palette, compactagao, etc).

Alguns dos formatos de arquivos de imagens largamente utilizados

na atualidade sao:
e BMP: Bitmap usado no PaintBrush e CorelDraw (Windows).
e PCX: Usado no PaintBrush e CorelDraw.

e GIF: Formato usado no Animator / 3D Studio.
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Tipo de imagem

Caracteristica de cada ponto

Imagem Monocromatica: Preto e

Branco

Possui associada uma informacao
de aceso/apagado (Branco ou
Preto)

Imagem Monocromética: Tonali-

dades de cinza

Possui um valor associado que
indica uma intensidade de lumi-

nosidade entre o preto e o branco

Imagem Policromética (colorida)
com Tabela de Palette:

Temos um acesso indireto a cor

real de cada ponto.

Imagem Policromatica | Imagem formada pela composi¢ao

Multiespectral (Imagem | dos trés componentes bésicos

Truecolor - RGB - 24 bits):

TABELA 6.1: Tipo de informacao da Imagem.

6.3 Filtro passa-baixas (FPB)

Sendo F'(u,v) a transformda de Fourier da imagem a ser processada
e sendo G(u,v) a transformada de Fourier da imagem que se deseja na saida, com
os componentes de alta frequéncia atenuados, a filtragem passa-baixas consiste

em encontrar um H (u,v) tal que:

G(u,v) = F(u,v)H (u,v)

el MR

i

[atermatica - DM
. '.'m_ Z__ o i

p—

FIGURA 6.2: Imagem da placa DM

como F(u,v).

FIGURA 6.3: Espectro de Fourier.

Muito embora a abrupta transi¢ao, entre banda de passagem e

banda de rejeigao, do filtro nao possa ser implementado fisicamente, ela pode ser



6. Processamento de Imagem 39

simulada por computador. A figura mostra uma imagem (6.2) e seu espectro (6.3)
de Fourier, indicados sobre ele anéis, cujos raios sao proporcionais as frequéncias

de corte. Quanto menor o raio, menor a frequéncia de corte, e portanto, maior o

grau de borramento da imagem resultante.

FIGURA 6.4: Imagem Borrada com FIGURA 6.5: Imagem Borrada com

frequéncia de corte maior. frequéncia de corte menor.

) ' —
{ {

4 4

FIGURA 6.6: Imagem original FIGURA 6.7: Imagem Borrada com
Departamento de Matematica. FPB.

6.4 Filtro passa-altas (FPA)

O objetivo do uso de filtros passa-altas em imagens é o realce de

suas regioes de alta frequéncia, tais como bordas e/ou texturas ricas em variagoes
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abruptas de niveis de cinza. Para o projeto de filtros passa-altas no dominio da
frequéncia, com excec¢ao 6bvia, do comportamento em frequéncia desejado.

As figuras mostram duas imagens resposta (6.6) e (6.7) ao FPA.

FIGURA 6.8: Imagem com as FIGURA 6.9: Imagem com mais

bordas realcadas. realce.
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Conclusao

O presente trabalho teve como objetivo principal a assimilagao dos
conceitos pelo aluno. Tal meta foi alcancada, construindo ao longo do ano uma
boa vivéncia no assunto. Tanto as série de Fourier quanto as transformadas de
Fourier mostraram-se de grande aplicabilidade.

As maiores dificuldades encontradas na elaboracao deste trabalho
foram: a interpretacao da relacao do dominio de frequéncia com a imagem,;
aspectos e termologias da computagao; e o editor LATEX. Porém, nada
prejudicou o andamento e o bom entendimento da pesquisa.

Grande parte das figuras deste trabalho foram geradas pelos
softwares matematicos Maple ou Matlab, mesmo as figuras que precisaram de
tratamento. O software Matlab, em especial & aplicacao de filtros, mostrou se
pratico e de rapida implementagao.

Além disso, destacaram se aspectos da teoria como aproximacoes
de funcoes periddicas e analise no dominio de frequéncia, que pode levantarmos

a suposicoes, ou envolver-nos numa exploracao ou continuagao deste trabalho.
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